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Matematica

Ejemplo: Ubiquemos los siguientes puntos en la recta real:

E(3) x=-2

P, Siendo un punto que se ubica a cinco unidades
a la izquierda del origen del eje coordenado

P, P R
f t T F T i T . i >
S 4 3 2 1 0 1 2 3 4 x

Imagen
de 3dman_eu en Pixabay
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| EIPUNTO -

——

3
EnR En R* (plano) EnR
L Y
Eje de las Punto P(xg, Vo)
ordenadas
Yo — — — — — T (20, Yo) Punto de DOS
BTN coordenadas
| abscisas
| >
Ejes coordenados: : To X
dos rectas Origen de

perpendiculares coordenadas R



Matematica

Ejemplo: Ubiquemos los siguientes puntos en el plano:

P (3,-1) P(-2,2)  PR(1/2,4) GeoGebra ’:k'
by P

P
2‘ ,

1

S
5 4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5
-1 [
A
-2

Imagen
de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

Ejemplo: Demos las coordenadas de los puntos indicados

N 1

4
A
® 3
D
2 e
1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
C
° ~1
B
=2 [}
Imagen
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] El PUNTO

EnR \ En R? En R3 (espacio)

Ejes coordenados: Punto P(xq, Yo, Zo)

tres rectas | % Punto de
perpendiculares e T T A -
entresi r=---___| __.'P TRES

coordenadas

Y
e |

[N
= . -
— -

~ " *"Origen de y
X coordenadas
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En R3(espacio)

Positivo
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Matematica

Ejemplo: Ubicamos el punto P(3,2,4)

Imagen
de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

Ejemplo: Ubicar los siguientes puntos en el espacio:
P (3,1,4) "
P, (—2,2,1)

P, (2,4,—5)

‘}I;' Podemos utilizar GeoGebra para

Imagen

verificar que los graficamos bien de 3aman_ o en Piabay
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Distancia entre punt

L 4 % I Y
P(x1) Q(x2)
I\ J
Y




Matematica

. Distancia entre puntos

En R3

2 e
¢Como podemos

calcular la

1 . .
!y distancia?

Esta foto de Autor des
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l Distancia entre punto

EnR En R? En R3

@ Plan)yQ(n.n) iCon algo que dijo

v | o— — F
Pitagoras!
ol P Vo =N
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. Distancia entre puntos fl

En R3

[ d(P,Q) ] \/(xz o )2 +(y2 - )2 +(22 - )2 J GeoGebra '}If



https://www.geogebra.org/m/amhczcu5

Matematica

Ejemplos: Calcular la distancia entre los pares de puntos
dados:

R(-2) y £ (4)

P,(-2,3) yB(4.1)

I)S (2949_5) y})6 (39 29_1)

jI;‘ Utilizar GeoGebra para verificar de s e P
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REPRESENTACON GRAFICA EXPRESION ANALITICA

¥ ¥

SON DOS FORMAS DE
REPRESENTACION DEL
MISMO CONJUNTO



https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

Matematica

i Ejemplo: Inecuaciones — UNA incégm“

x =2

dEN R? ¢En R%?

éDonde lo
podemos

representar? ¢En IRB?
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. Ejemplo: Inecuaciones — UNA incégM‘

En R queda un intervalo



i Ejemplo: Inecuaciones — UNA incégniu
' —————

En En R- En R3
X > 2 =—) {(x,y) €R?:x =2}

En R? queda
un semiplano




} Ejemplo: Inecuaciones — UNA incéﬁniﬁ A

—

En R En R? En R3
x> 2 =9 {(x,y,2z) ER?:x =2}

En R3 queda
un semiespacio




Matematica

} Ejemplo: Inecuaciones — DOS incéﬁniﬁu

x+y=?2

éy ahora... dénde
lo podemos
representar?

M dEn R?%?
' ?

] E R 3
cen g
L3
_—

S
® ,fi -
Esta foto de Autor desconocido esta
bajo licencia CC BY-NC-ND

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-
Anke en Pixabay
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' Ejemplo: Inecuaciones — DOS incéﬁn'M

x+y>2 = {(x,y) ER?*:x+y =2}

\H— -/ -

iVamos al GeoGebral!

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-
sgen de Feggyand Marco Lachmann GeoGebra '}IQ'
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Matematica

Miremos fuerte ...
C

¢y si tenemos una inecuacioén con 3
incognitas ... donde podemos representar
el conjunto solucion?

EV S

dEn R3?

Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

agen de Peggy and Marco Lachmann-



https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1015265
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1015265
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1015265
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

POR LO VISTO HASTA ACA...

$

En algunos casos NECESARIO
aclarar

) — en dénde estamos
trabajando...

- -

En el TP4 van a trabajar con algunas
desigualdades en R? ...

En R ya vimos desigualdades en la
primera parte del curso...

===  Facultad de
FCAxYF Ciencias Agrarias
y Forestales

y

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-
Anke en Pixabay
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Matematica

Veamos qué pasa con las ecuaciones....

l Ecuacion con UNA incégniu

X = 2
EnR En R- En R3
e R N A B

3

Una unica
solucion



Matematica

Con las ecuaciones de UNA incégnita pasa algo
pareci

X = 2
EnR En R- En R3

{(x,y) € R* : x = 2}

N

Infinitas
soluciones




Matematica

Con las ecuaciones de UNA incégnita pasa algo
pareci

X = 2
EnR En R? En R3

{(x,y,2z) € R3 : x = 2}

N

Infinitas
soluciones




Vamos a
detenernos un
POCO...

Vamos a trabajar con
representaciones de
ecuaciones lineales R?2

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-Anke en Pixabay
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l Ecuaciones lineales — DOS 'mM’ '

Ya vimos que si tenemos dos
incognitas las soluciones son
pares ordenados: (x,y)

¥

Podemos representar el

conjunto solucidon en R?

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-Anke en Pixabay
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’ Ecuaciones lineales — RM '
EXPRESION ANALITICA REPRESENTACON GRAFICA

=

) t*
A' Si lo graficamos

en R?

Distintas formas de
escribir una ecuacion
lineal



Matematica

(X0,¥,) €S solucion de la Si'y solo si El punto Py(x,,y,) esta

. H sobre la recta de
ecuaciony =mx + b
ecuaciony =mx + b
Es decir que también vale: J

El punto Py(x,,y,) NO esta Siy solo si (X0,Yo) NO es solucién

sobre la recta de H de la ecuacion
ecuaciony =mx + b y=mx+b>b




' Ecuacion de la recta ‘

iRepasar lo visto en el curo nivelatiorio sobre

RECTAS en el plano!s

Ecuacion de rectas horizontales y verticales ‘
Ecuacion de la recta a partir de dos puntos I
Ecuacion de la recta a partir de un punto y la pendiente I

Ecuacion de los ejes coordenados ‘
Grafica de una recta a partir de su ecuacion I




Matematica

’ Ecuacion de la recta ‘

Repasamos: la ecuacion de una recta

pendiente de la recta

V= _I_@ — ordenada al origen de la recta

pendiente de |a recta

y K yO :M
—~ P(Xo,Yo) punto de la recta

=== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias

y Forestales




4 )
Pendiente de la recta e AT A
Lo — I
\ J
y A
ol - ——— -2 DESPLAZAMIENTO
mmm)  VERTICAL
WMr-—— -~~~ "= (cambio en la

P

coordenaday)

I

I

|

I

I
L1 L2 X
DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL

(cambio en la coordenada x)



iVeamos algunos ejemplos!

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-Anke en Pixabay
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Matematica

Ejemplos: Dada la ecuacion delarectay = 2x — 3

¢El punto P;(2,1) pertenece a la recta? 3

¢El punto P;(—1,—1) pertenece a la recta?

Determinar un punto que pertenezca a la recta

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

o
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Matematica

¢ Cual recta tiene mayor pendiente? ¢ Cual es la pendiente de cada una de
las rectas? ¢ Cual es la ecuacion de cada una de ellas?

/l\y

y

/

&

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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} Rectas paralelas a los ejes coordenadau

L eje vy Ecuacion de

L eje y Ecuacion de
Ia recta T =a Ia recta
eje x (a,0) eje x

Paralelas al eje x

4

Rectas horizontales

Paralelas al eje y

l

Rectas verticales

I'f_:’f{:l% UNIVERSIDAD

S NACIONAL
\‘:"fﬁ;‘ DE LA PLATA

=== Facultad de
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y Forestales




A pensar ...

¢ Cuales son las ecuaciones
de los ejes coordenados?

Esta foto de Autor desconocido esta
bajo licencia CC BY-NC-ND
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} Rectas paralelas J

\ o DOS RECTAS SON PARALELAS SI TIENEN
Vo IGUAL PENDIENTE
y
e 2

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
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Matematica

' Rectas perpendiculares ‘

DOS RECTAS SON PERPENDICULARES SI LA
PENDIENTE DE UNA DE ELLAS ES INVERSA'Y
\‘ £ OPUESTA DE LA PENDIENTE DE LA OTRA

81y

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay m — \ X

—6 —4 -2 0 2 4 6 8 10
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Matematica

Ejemplos:

Hallar la ecuacion de Ila recta que sea
perpendicular a la recta de ecuacion y =3x + 1y
pasa por el punto P;(2,1)

Hallar la ecuacion de una recta que sea paralela a
la recta de ecuaciony = —2x + 5

Imagen
de 3dman_eu en Pixabay
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Observemos ... y=1-2x V= 3% +6

i iESTAS RECTAS SE
1,9) CORTAN EN EL
\ PUNTO (-1,3)!

—5—4—3/2—1 \23
1

H-"__,
j.(_ éComo puede determinarse en forma
Esa oo de Autar desconivido oo analitica que las rectas se cortan en un
punto?
8t o
o

iiiCON UN SISTEMA DE ECUACIONES -

LINEALES CUYAS ECUACIONES SEAN 7\
LAS DE LAS RECTAS!!! /_-'
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Matematica

Clase 10 — Martes 23-5
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Cronograma

Feriados
10 (22-may| Tema 7: Conicas: Circunferencia. Elipse Trabajo Practico N°5: Conicas j"FTE;Tfii’ZJiTJ"‘““
11 [29-may| Tema 7: Conicas: Parahola. Hipérbola Trabajo Practico N°5: Conicas
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Conicas

=== Facultad de
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éQué son las
CONICAS?

E====m Facultad de

Esta foto de Autor desconocido esta FCAvyF Ciencias Agrarias
bajo licencia CC BY-NC-ND y Forestales

TR UNIVERSIDAD
4 NACIONAL
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Observemos ...

Imagen de Peggy und Marco

Lachmann-Anke en Pixabay CircunferenCia Elipse Para’bola Hipérbola

Las conicas son curvas que se generan

cuando se hace un corte recto en un cono
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¢cDonde se encuentran las conicas? ...

Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

Sus formas estan ocultas en la estructura o
trayectoria de muchas cosas...

) Imagen de Public Domain
Imagen de SpaceX-Imagery en Pixabay Pictures en Pixabay

ImagendeMbo IiceiaCreative Commons La trayectoria del La forma de una
La 6rbita de un lanzamiento de torre de
planeta es una un cohete es una enfriamiento es

elipse parabola una hipérbola
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Matematica

. vaemitia
CONICAS

La ecuacion general de todas las conicas es
una ECUACION CUADRATICA

Es decir que su ecuacion general se puede escribir como:

A;EQ—I—B;Ey—I—C*yQ—I—DIﬂ—Ey—I—F:D

donde A, B, C, D, Ey F son numeros reales.

Dependiendo cuales coeficientes aparezcan y
cuales sean cero, se obtiene la ecuacion de una
u otra de las conicas



iEmpecemos a ver cOmo son
estas ecuaciones!

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-Anke en Pixabay
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CIRCUNFERENCIA

Son TODOS los puntos del plano que estan a la misma distancia

de un punto fijo. l
s —
Punto de |a

P(x,y) . .
_—"" circunferencia

— Radio: distancia de P(x,y) a C(a,b)

Centro: C(a,b)

P
X

E=====1 Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias
y Forestales

{ﬁ’n NACIONA
Sl DE LA PLATA



iCoOmo es la ecuacion
de la circunferencia?

— cL—— e

Esta foto de Autor desconocido esta ECAYF E?g#gggg;mrias ) %é H:gghﬂ[?\[}
Y e 14
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Matematica

Sea una circunferencia con centro C(a,b) (punto fijo) y

radio de valorr.

Si el punto P(x,y) pertenece a la circunferencia,
entonces necesariamente se tiene que cumplir:

d(P' C) =T éDistancia

entre dos

jUtilicemos la
definicion!

puntos?

d(P(x,y),C(a,b)) =7

|mager{de3dmaneuenm \/(x - a)2_|_(y b)Z— r

-(_ (x —a)*+(y —b)’=r?

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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Matematica

Resumiendo...

Son TODOS los puntos del plano que estan a una distancia r del punto fijo

llamado CENTRO C(a,b).

- === Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias
X @@l v Forestales

T

(TR UNIVERSIDAD

Rs ) NACIONAL
by DE LA PLATA




Matematica

Para la circunferencia con C(a,b) y radio r, la ecuacion candnica:

(x—a) +(y-b) =

Que operando algebraicamente queda

2 2 ) ) )’
¢ Cuanto podia x"—=2ax+a +y —2by+b"—r" =0

valer A, B, C, D, x2+y2—2ax—2by+(a2+b2—r2)=0
EyF? 4 c D E ) A .

1-x*+1-y7 —2ax—2by+(a2+b2—r2):O
'!‘_"‘f -
- ll, Ax* +Cy* +Dx+Ey+F =0

b ajo ||cencia CC BY NC ND
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Es decir que ...

AI2+BIy—|—Cy2—|—DI—I—Ey—|—F:D

(1] II|IIII|||||I

Si la ecuacion

corresponde
circunferencia, debe cumplir:
v A=C,

una

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-
Anke en Pixabay

v' Ay Cdistintos de cero,
v’ B=0

=== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias
=l

y Forestales

i UNIVERSIDAD
Rez sy NACIONAL
Moe?/ DE LA PLATA
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Ejemplos:

éCual es la ecuacion de la circunferencia con centro
en (1,-2) y radio 3? éEl punto (-2,4) pertenece a la
circunferencia?

Si el punto P(2,4) pertenece a una circunferencia de
centro (1,2), écual es el radio? Grafiqgue Ia
circunferencia.

Determine el centro y el radio de la circunferencia
cuya ecuacidnes x? + 4x + y* —6y+8 =10

Matematica

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

=== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias
y Forestales

TR UNIVERSIDAD
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bW/ DE LA PLATA
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Matematica

Ejemplo:

De acuerdo con la grafica, determine la ecuacion de la
circunferencia.

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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ELIPSE

IDEA: Es una curva ovalada que se asemeja a una circunferencia alargada.

Definicion

Es el conjunto de TODOS los puntos del plano cuya suma de sus

distancias a dos puntos fijos F, y F, es una constante.

Fl F2

FCAyF Ciencias Agrarias
y Forestales

f -::5:15 ) UNIVERSIDAD
o] NACIONAL
S/ DE LA PLATA




Matematica

- e
ELIPSE

Elipse de centro en el origen C(0,0) y focos sobre el eje x: F;(—c,0) vy

F,(c,0):

Y4 Punto de la elipse

Centro de la elipse: C(0,0)

>
X

Focos de la elipse (puntos fijos)




iCoOmo es la ecuacion
de la elipse?

Esta foto de Autor desconocido esta E==== Facultadde AW, UNIVERSIDAD
bajo licencia CC BY-NC-ND FCAvF Ciencias Agrarias bR M) NACIONAL
y Forestales w7/ DE LA PLATA
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Matematica

lUt"'Fe_m?5||a Pensemos como seria encontrar la ecuacion
definicion! de una elipse con centro en el origen de
coordenadas y focos sobre el eje x
_ ~ P 4

,v,/’ ‘\// Sea una elipse con focos sobre el eje x: F1(—c,0) y F,(c,0)
y supongamos que llamamos 2a, a la distancia mencionada

K en la definicion
' &

e e o syt Si el punto P(x,y) pertenece a la elipse,

P(x, y)

entonces necesariamente se tiene que cumplir:

F)+d(P,F,)=2a

=Y

=== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias
y Forestales

fﬂ B UNIVERSIDAD
4 f.' NACIONAL
woke?/ DE LA PLATA
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Ot
F1(=¢,0) d (P’ E ) +d (P’ FZ ) =2a vez...disr:ancia
F,(c,0) entre dos

\/(x—(—c))2 +y° +\/(X—C)2 +y° =2a puntos

Operando cuidadosamente se llega a la
ecuacion candnica de la elipse con centro en
el origen y focos F{(—c,0) y F,(c,0) :

\ ol Imagen de Peggy and Marco

Lachmann-Anke en Pixabay

2 2 rCl>0
X Y
§ _2_|__2:1 106 >0
a b k612=172+c2

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-
Anke en Pixabay
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Matematica

- e
ELIPSE

Elementos de una elipse

Elipse de centro en el origen
C(0,0) y focos sobre el eje x:
F]_(_C, O) Yy FZ(C) O)

Vértices

2 2 Eje
* + I _ 1 menor: (a,0)
a? = b 2b
a>0yb>0
a’=b’>+c’ Centro

Eje mayor: 2a



\ ¢ iiPero las elipses
N también pueden
ser verticales!!!
-
| ¥

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

x2 yz (Cl>0
) | b2 :1 b>0
kbz =a’+c’



https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

Entonces, écOmo nos
damos cuenta si la elipse es
horizontal o vertical?

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND

.

——

iiiDepende que si a es
\‘ y ° mayor o menor que b!!!

‘fﬂ:} UNIVERSIDAD
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Resumiendo...

¥

(a>0
3:_2 =1 1b>0
2a : a’=b"+¢’

“i“;\“’f

Elipse horizontal: g > b

Elipse horizontal: el eje mayor
esta sobre el eje x.




(a>0
2 ’9’
2 _2 5 = — 1 16>0
\bz —a’+c¢°
Elipse vertical: a<b

Elipse vertical: el eje mayor esta
sobre el ejey.




Asi como las circunferencias
pueden estar centradas en
cualquier punto del plano, las
elipses también.

Elipse horizontal:

a>b (z—h?  (y—k)? _

Elipse vertical:
a<b




Para la elipse con dentro en C(h, k):

2 2
R
a b

Operando algebraicamente queda:

%2(x2—2hx+h2)+%2(y2—2ky+k2)—1=0

¢Cuanto
puede valer A, 4 C D E — 52 .
B,C,D,EyEF? 1 , 1 5 2n 2k h" k
SR G SR Al DA il

—
-
@ I_{_ Ax* +Cy* +Dx+Ey+F =0

bajo licencia CC BY-NC-ND
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Es decir que ...

AI2+BIy—|—Cy2—|—DI—I—Ey—|—F:D

Si la ecuacion corresponde a una elipse,
debe cumplir:

v' A+#C, pero del mismo signo
v' Ay Cdistintos de cero,
v’ B=0

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-

Anke en Pixabay
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Matematica

Ejemplos:
: ., x% y?
¢El punto P(2,3) pertenece a la elipse de ecuacion > + o
1?

(-D? L 042 _

Graficar la elipse de ecuacidon s

Determinar la ecuacion canodnica de la elipse cuya
ecuacion cuadratica estd dada por 16x? + 9y2 —
18y —135=0

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

Ejemplo:

De acuerdo con la grafica, determinar la ecuacion de la elipse.

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

Clase 11 — Martes 30-5
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Cronograma

10 |(22-may Tema 7: Conicas: Circunferencia. Elipse Trabajo Practico N°5: Conicas

11 [29-may Tema 7: Cdnicas: Parabola. Hipérbola Trabajo Practico N°5: Conicas




Conicas

=== Facultad de
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Matematica

[Circunférencia EIip.se ][ Parabola Hipérbola ]

——_
La clase pasada \ S
vimos... A
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Matematica

. vaemitia
CONICAS

La ecuacion general de todas las conicas es
una ECUACION CUADRATICA

Es decir que su ecuacion general se puede escribir como:

A;EQ—I—B;L'yx:'yQ—I—D:E—I—Ey—I—F:D

donde A, B, C, D, Ey F son numeros reales.

Dependiendo cuales coeficientes aparezcan y cuales sean
cero, se obtiene la ecuacion de una u otra de las conicas



La semana pasada vimos que ...

Para una circunferencia con centro en C(a, b) y radior ...
°« 7/ /7 ] 2 2
Ecuacidn candnica (x—a) +(y-b) =
Que operando algebraicamente queda:

x’—2ax+a’ +y*=2by+b> -1’ =0
¢ Cuanto podia
valer A, B, C, D, x2+y2—2ax—2by+(a2+b2—r2)=o

EyF? 4 c D E ) N .
1-x* +1-y° —2ax—2by+(a2+b2—r2)=0

£ .
48

Esta foto de Autor des
bajo licenci iaCCBYNCND
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También vimos que ...

Para una elipse con centro en C(h, k) ...

2 2
Ecuacidn candnica (x=1) +(y—k) _12
a’ b*

Que operando algebraicamente queda

p(é)s;Jaé\r/:IOer %2(x2—2hx+h2)+%2 (yz—Zky+k2)—1=O

A B CD,E A C D F F
~ ~ A I‘H ( A

2 2\
sz2+b%y2—%x—%y+(h +k —1):0
a

a b a* b’

h

70 2 2
- Ax"+Cy "+ Dx+Ey+F =0
e
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iSigamos viendo codmo son las
ecuaciones de las demas conicas!
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Matematica

s ematia
PARABOLA

Una parabola es el conjunto de TODOS los puntos del plano que
verifican la ecuacion:

2 a es un numero real

y = ax distinto de cero

81y

Eje de simetria (En este caso es
| / vertical)

Ramas de la parabola

1 Vértice de la parabola: 17(0,0)




éComo influye el valor de a
en la ecuacidon y = ax?4?

...GeoGebra...
'®) - @ ¢
00O -
W
Esta foto de Autor desconocido esta \v

bajo licencia CC BY-NC-ND
Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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Matematica

Ramas hacia arriba
a>0

Ramas hacia abajo
a<(




Matematica

Para valores absolutos de a
mas chicos

o

Mas abierta es la parabola

Para valores absolutos de a
mas grandes

¥

Mas cerrada es la parabola




¢Qué diferencia hay
entre la ecuacion

y = ax?

y la ecuacion

2
X =ay“?
——
‘-l""f

-
\‘
- ...GeoGebra... R\ R
! It OOOO
O

__-—r

Esta foto de Autor desconocido esta {
bajo licencia CC BY-NC-ND \ !
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Matematica

Ramas hacia derecha

Ramas hacia izquierda
a<(




Matematica

Las parabolas pueden tener su vértice
en cualquier punto del plano no
solamente en el origen...
Entonces...

y—k=a(x—h)2



Matematica

Y ahora la ecuacion de la parabola con
ramas horizontales si el centro no es el
origen de coordenadas...

x—h=a(y—k)2



Matematica

o Vatemitia
PARABOLA

Elementos de una parabola

Vértice: V(h, k)

Eje de simetria:

Recta: x = h (parabola vertical)

Recta: y = k (parabola horizontal)




La ecuacion general de todas las conicas
dijimos que es una ECUACION CUADRATICA

Es decir que su ecuacion general se puede escribir como:

| Ar® + +Cy?+Dr+Ey+F=0
\, 5

donde A, B, C, D, Ey F son numeros reales.

— Analicemos cuadles de los coeficientes son
- distintos de cero para cada una de las parabolas

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay b
vistas
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Entonces tenemos que ...

Para una parabola de eje vertical con vértice en V(h, k)
) . . 2
Ecuacién candnica y—k=a(x—h)

Operando algebraicamente queda:

y—kza(x2 —2hx+h2)
¢ Cuanto pueden

ValerA) B; C) D) ax2_2ahx_y+(h2+k):()
EyF? .
A D E S N

ax’ —2ahx—1y+(h2 +k)

¥

0

\ 8

l

e}

bajo licencia CC BY-NC-ND
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Si en cambio la parabola es de eje horizontal...

Para una parabola de eje horizontal con vértice en V (h, k)
., . 2
Ecuacidn candnica x—h=a(y—k)

Operando algebraicamente de manera similar que para el caso anterior ...

xX—h= a(y2 —2hy+k2)
¢ Cuanto podra

valer A, B, C, D, azy2 —2aky—x+(k2 +h) =0
EyF? -
C D E A

ay’ —1x—2azky+(k2 +h)= 0

¥

i

bj | ccccc iaCCBYNCND
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Es decir que ...

A+ D€+ Cy* + Dr+ Ey+ F =0

Si la ecuacion corresponde a una
PARABOLA de eje vertical, debe cumplir:

v A+0
v C=0

| Si la ecuacion corresponde a una

magen de eggand hrco ishona PARABOLA de eje horizontal, debe cumplir:
v A=0

v C#£0
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Resumiendo...

ykaxh

—

— xhayk




Matematica

Ejemplos:

Determine si el punto P(2,4) pertenece a la parabola
de ecuacion x — 1 = —3(y + 2)%. Graficar.

Determine la ecuacion de una parabola con vértice en
V(1,3) y con ramas verticales hacia arriba.

Determine |la ecuacidon candnica de |la parabola cuya

ecuacion cuadratica esta dada por:
8x>+8x—2y+14=0

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

GeoGebra ‘;Ig'
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Matematica

Ejemplo:

De acuerdo con la grafica, determine la ecuacion de la parabola.

a4 l¥
3
2
1
X
1 (i} 1 2 3 < i (]
-1
Imagen de 3dman_eu en Pixabay
-2 = Facultad de ra
FCAyF Ciencias Agrarias Ng ol H:&Yﬁfﬂ?ﬁn

S’/ DE LA PLATA

y Forestales
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Matematica

HIPERBOLA

Una hipérbola es el conjunto de TODOS puntos del plano que

verifican la ecuacion:

f es un numero real
distinto de cero

C-Comc.) S,e graflca ...GeoGebra...
una hipérbola?? AP
00
— \‘ 4
l

GeoGebra ‘;I;‘ - -

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

xy = +t?

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND
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Matematica

o Vatemitia
HIPERBOLA

Xy = tz XYy = —tz

Asintotas de la hipérbola:

los ejes coordenados
(x=0, y=0)

ices de la hipérbola

Centro de la hipérbola:
EL ORIGEN




Matematica

HIPERBOLA
Elementos de una hipérbola con centro en C(0,0)
x=0

Centro: €(0,0) Xy = $2 g
Asintotas: .

Recta:x =0

Recta:y =0
Vértices:

Para la hipérbola yx = t?
Vit t) yVy(—t,—t)




Matematica

HIPERBOLA
Elementos de una hipeérbola con centro en C(0,0)
dx=0
Centro: €(0,0) Xy = $2
Asintotas:
Recta:x =0 Xy = —t2
Recta:y =0
- y=0
Vertices: s SIS VRS NP NS A - A S
Para la hipérbola yx = t? 1
Vit t) yVa(—t, —t) Vy(t, =)
Para la hipérbola yx = —t? -2
Vi(t,—t) yVa(—tt) .




Matematica

Y ahora la ecuacion de la hipérbola
si el centro no es el origen

(x—h)(y—k)zi £

- iCambian las asintotas y los vértices!



Matematica

o Vatemitia
HIPERBOLA

Elementos de una hipérbola con centro en C(h, k)

(x—h)(y—k)z t°

Centro: C(h, k)

Asintotas:

Rectas:x =h ey=k

Vértices:
V4 (h +t k+ t)
Vo(h—tk—1t)




Matematica

o Vatemitia
HIPERBOLA

Elementos de una hipérbola con centro en C(h, k)

(1)) ==

Centro y asintotas no cambian

Vértices:
V4 (h —t k+ t)
Vo(h+t k—1t)




Veamos como queda la ecuacion general de
la hipérbola

Es decir que su ecuacion general se puede escribir como:

A;{:Q+B;£:y—|—{?yﬂ—|—ﬂ;r—|—Ey—l—F:D

donde A, B, C, D, Ey F son numeros reales.

Analicemos cuales de los coeficientes son distintos de
cero para cada una de las hipérbolas vistas



Entonces tenemos que ...

Para una hipérbola con centro en C(h, k):
Ecuacion candnica (y—k)(x—h)=%1¢

Operando algebraicamente queda:

yx—hy —kx+kh¥t° =0
¢ Cuanto pueden
valer A, B, C, D, xy—kx—hy+(kh$t2)=0
EyF?

-

B D E

r N\

Lxy—kx—hy+(khF£)=0

—

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND
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Matematica

Es decir que ...

M+ By + Y +Dr+Ey+F =0

- t: " Si la ecuacion corresponde a una

HIPERBOLA, debe cumplir:
v A=C=0

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-
Anke en Pixabay
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Matematica

Ejemplos:

¢El punto P(2,3) pertenece a la hipérbola de ecuacion
(x — 1)y =3?

Graficar la hipérbola de ecuacién xy = —4

Determine la ecuacidon de una hipérbola con centro en
C(1,3). éEs Unica?

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

Ejemplo:

Dada la siguiente hipérbola, identificar sus elementos y determinar su

ecuacion.
3
2
1
-3 -2 10
~1
-2
=3

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

Clase 12 — Martes 13-6

o

BT UNIVERSIDAD

E====0 Facultad de ;I[“

N SR

\":7’ ;_y NACIONAL
ey

FCAYF Ciencias Agrarias

y Forestales DE LA PLATA




Cronograma

12-jun Tema 8: Vectores Trabajo Practico N°6: Vectores
19-jun Feriado Trabajo Practico N°6: Vectores
26-jun Tema 8: Vectores Trabajo Practico N°6: Vectores

E====m Facultad de

FCAyF Ciencias Agrarias h i) NACIONAL
DE LA PLATA

y Forestales



VECTORES

=== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias
y Forestales
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Supongamos que queremos desplazarnos desde 1
hasta 2, écomo podemos indicar ese
desplazamiento?
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Matematica

Entonces...

Imagen de Peggy
and Marco

Lachmann-
Anke en Pixabay
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Matematica

¢Queé es un vector?

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND

Un vector es una cantidad que tiene una magnitud (valor
numerico), una direccion y un sentido.

Un vector se representa con un segmento de recta con un

sentido definido (segmento orientado).

v

FLECHA
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REPRESENTACION DE VECTORES

Un vector se representa graficamente como una flecha.
N
77/7

Dado por su longitud y Dados por el punto inicial (origen) y el
orientacion punto final (extremo)



Matematica

éCémo puedo
caracterizar a vector?

'[-A.(]

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND

Elementos de un vector:

- Médulo: longitud del vector (magnitud).

- Direccion: la inclinacion del vector (se puede pensar como

la pendiente de una recta sobre la que se apoya el vector).

- Sentido: para qué lado esta orientada la flecha.



http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

Definicion de Igualdad entre Vectores

Dos vectores son iguales si tienen igual

= maodulo, igual direccion e igual sentido.
<

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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Observemos ...

é¢Entonces
cualquiera de estas
flechas es una

u representacion
grafica del mismo
a
b

\m

vector?

//
Imagen de Peggy und Marco Lachmann-
Anke en Pixabay
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Matematica

Ejemplo:

~ > Sea una particula que se desplaza desde el punto A al punto B,
entonces su vector desplazamiento es el v mostrado en la figura.

~ > Sea otra particula, que se desplaza desde el punto C al
punto Dy llamamos U a su vector desplazamiento.

El vector desplazamiento de ambas D
particulas es el mismo, mas alla
gue tengan puntos de inicio y de fin

diferentes. —
_ v

9
Tienen igual modulo,

igual direccion

Imagen

igual sentido de 3dman et en ixabay
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Mas definiciones ...

Se define vector nulo al vector cuyo modulo es igual a cero.

El vector nulo es el Unico vector sin direccion especifica.

Se define vector unitario a un vector cuyo modulo es igual a
UNO.




SUMA DE VECTORES

" PRODUCTO DE UN ESCALAR
' POR UN VECTOR

——————————————————————————————————————————

Vamos a ver a
dos
operaciones
entre
vectores...
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SUMA DE VECTORES

Siuncuerpose muevede Aa B  ===Pp Sudesplazamiento es AB

Siluego se mueve de B a C === Su nuevo desplazamiento es BC
En total el cuerpo se movio desde A hasta C:

-=p E| desplazamiento total es AC

Graficamente ...

AC = AB +BC
Suma de

vectores



Matematica

- e
% SUMA DE VECTORES

Veamos la definicion de suma vectorial

Hay dos maneras de pensarlo graficamente ...

Como desplazamiento
Si U y v son vectores colocados de tal
forma que el origen de v toque el
extremo de U.

9

la suma U+ 7V es un nuevo vector
Y

con origen en el origen de u vy
extremo en el extremo de V.




SUMA DE VECTORES

Veamos la definicion de suma vectorial

Con la regla del paralelogramo

Si U y ¥ son dos vectores colocados con el
origen de ambos en el mismo punto.

Y

Se dibuja un paralelogramo repitiendo los

vectores en los extremos de U y V.

9

La suma U + ¥ es el vector con origen en el
origen de U y ¥V y extremo en el vértice
opuesto del paralelogramo.




Matematica

a

Ejemplo: Graficar la suma de los vectores d y b:

b

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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Producto de un vector por un escalar

Si ¢ es un escalar (un ndimero real) y U un vector, entonces el

producto cu es un nuevo vector que cumple:
“» Su méddulo es |c| multiplicado por el mddulo de u.
< Su direccion es igual a la direccion de u.

* Su sentido es: lgual al sentido de U si ¢ es positivo.

Opuesto al sentido de de U si ¢ es negativo.

< Sic=001u = 0 entonces el producto cu = 0 es el vector nulo.




Matematica

Producto de un vector por un escalar

Graficamente ...




Entonces ... éComo podriamos hacer la
resta U —v?

Esta foto de Autor desconocido estd

A iiiPensarlo como u + (—v)!!!

\* [ iiVamos a verlo!!

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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RESTA DE VECTORES

¢Como podriamos hacer una resta entre
vectores”?

T
1’;

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND

Dados los vectores U y ¥ podemos hacer la resta vectorial como:

—

U—v=u+ (-v)

Es decir, reflejamos ¥ y luego sumamos U y el reflejado de v
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Matematica

RESTA DE VECTORES

Graficamente ...




Matematica

Ejemplo: Si @ y b son los vectores mostrados en la figura, resolver
graficamente la siguiente operacidn entre vectores: a — 2b.

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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VECTORES EN UN SISTEMA DE COORDENADAS

Para ciertos propositos es util graficar los vectores dentro de un

Iy

sistema de coordenadas.

R? R
* Para graficar el vector u (en R2 o R3) es necesario ubicarlo en algin

punto de origen.

“» Como es indistinto en qué punto se ubica el vector, es usual ubicar
su origen en el origen de coordenadas.




g sy VECTORES EN EL PLANO

Al colocar un vector en el plano, es posible describirlo de
manera analitica

A PARTIR DE SUS 23 LAY A
COMPONENTES | WODULD S DE U

ANGULO

Vamos a ver
primero como

representar Componentes Maddulo y angulo
vectores en el

plano v
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iVeamos primero como
representar analiticamente
a los vectores a partir de sus
COMPONENTES!

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-Anke en Pixabay
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Matematica

¢Qué son las componentes de un
vector?

\--"fldl — d
| v expresado con sus = _
I > 2 U = (Vq,V2)
e componentes en R

y v,: componente horizontal de v
Es la variacién del vector ¥ en la
direccion del eje x.
v,: es la componente vertical de v
_ Es la variacién del vector ¥ en la
0 X

direccion del eje y.
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Matematica

Ejemplo:
Calcular las componentes del vector ¥ de la figura:
y
4
3

V1
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Matematica

¢Como son las componentes de las
_ distintas representaciones de un
- vector?

| !.l = _ Distintas
Esta foto de Autor desconocido esta v - <v 1 ) vz ) o
bajo licencia CC BY-NC-ND represe ntaclones de

YA

mismo vector v tienen
iguales componentes
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Matematica

Repensemos la definicion de Igualdad entre
Vectores

,
—

| .{l Antes dijimos que ...

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND

Dos vectores son iguales si tienen igual madulo,

igual direccion e igual sentido.

Pero entonces también es cierto que ...

Dosvectores son iguales si tienen iguales COMPONENTES.
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Veamos como calcular las componentes
de un vector a partir de sus puntos de
origen y extremo

Conocemos el origen y el extremo

V= (171, 172)

Las componentes del vector v

se pueden calcular a partir de — |
las coordenadas de los puntos: v !
( P(xpy;) 2
Vl = x2 _xl / |
Vo =V =N




Matematica

Ejemplos:

1) Graficar el vector v = (3, —2). "

2) Encontrar las componentes de un vector con punto
de origen en A(—3,1) y extremo en B(4,4). Graficar

el vector.
Si el extremo es punto C(—1,2), éicual es el punto de
origen del vector?

3) Dados los vectores v =(3,—-2) y u =(b,a + 2b)
determinar los valores de a y b para que los vectores
6 y 'l_i Sean iguales. Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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iVamos a ver ahora como
representar analiticamente
a los vectores mediante el
MODULO y un ANGULO!
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Esta foto de Autor desconocido estd
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¢ Qué angulo podemos utilizar para
indicar direccion y sentido?

La recta da la
direccion del vector

Modulo del 7
vector -

El extremo indica
el sentido del
vector

AN

-
-

Si ubicamos el origen
en el origen de
coordenadas

7

Angulo entre el
vector y el eje x
positivo

El angulo & indica la

direccion y el sentido
del vector
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Representacion de vectores mediante el
maodulo y un angulo

Si conocemos el modulo y el angulo con el gje x
positivo = Podemos graficar el vector

Como definimos el angulo:

Si @ es positivo: sentido antihorario

de giro. 5

Si @ es negativo: sentido horario de

giro.
o »

=Y




VECTORES EN EL PLANO

A PARTIR DE SUS A PARTIR DEL MODULO
COMPONENTES Y DE UN ANGULO
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VECTORES EN EL PLANO
iPitagoras! _) Buscamos el modulo
Dadas las componentes de v v el dngulo 6

<
N

-
X

7l = |02 +(w)?

(o)
0 = arctg >
1
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‘ VECTORES EN EL PLANO __

$-

Buscamos las componentes de v é Dados el médulo y el angulo a
VA

isenoy
coseno!

v1=|V|cosO
—
v,=|v|senf

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

Ejemplos:

1) Encontrar el modulo y dar la direccion y sentido
mediante un dngulo adecuado del vector v = (—1, 4)

2) Encontrar las componentes del vector U, que tiene
modulo igual a 10 y forma un angulo con el eje x
positivo igual a 120°.

3) Determinar el médulo del vector w = (1, —2). ¢Es
unitario?

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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SUMA DE VECTORES

| " PRODUCTO DE UN ESCALAR
' POR UN VECTOR

Volvemos a las
operaciones
entre

vectores...
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SUMA DE VECTORES EN EL PLANO

Veamos como calcular |la suma de vectores
analiticamente

Si U y ¥ son vectores con componentes:

V= (vy,v2)y U= (uy,uy)

9

El vector suma es un nuevo vector, con componentes:

—

U+ U=V + Uy, Uy + Up)




SUMA DE VECTORES EN EL PLANO

Miremos fuerte ... w=v+u

Vemos que efectivamente:

X _
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PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN ESCALAR

Veamos como calcular el producto por un escalar
analiticamente

Si t en un numero real cualquiera (escalar) y ¥ es un vector
con componentes:
v = (v, V3)

9

El producto de ¥ por t es un nuevo vector, con componentes:

tv = (tvl, th>




Matematica

- e
PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN ESCALAR

Miremos fuerte ...

w=tv

y
T vV = (v, V)
: W = (W, W,)
I —

X w

: Vemos gue efectivamente:
|

|

P l

| |

I |v2

‘I(<— ————— ;IQ— ————— >€ - - — - 0

(%1 (%1 (%1
€ - m e — -2 - >
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Matematica

PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN ESCALAR

Veamos como calcular el producto por un escalar
analiticamente

éQué pasara
con 07

, ) , R éCambia?
Si t es un numero real cualquiera (escalar) y v es

un vector con médulo ||y angulo 0,

@

El producto de ¥ por t es un nuevo vector con
modulo:

—
Esta foto de Autor des
bajo licencia CC BY-NC-ND NC ND

| = [¢][V]
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Matematica

PROPIEDADES .

Suma de vectores: Multiplicacién por un escalar:
Uu+rv=v+u 1. c(U+V)=cu+cv

u+@+w)=U+v)+w 5 (c+d)i=cu+du

Uu+0=1u C(cdi=cdi)=d(ci)

U+ (-u) =0 o1
Longitud de un vector:

6 |cul =|c| ul




Matematica

Ejemplos:

1) Determinar el valor de k de manera que los vectores
v =(3,—-2)yu=(k,5) sean colineales.

_, R 2 1 .
2) éLos vectoresw = (4,3)y s = <—§ ,§> son colineales?

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

Mas temprano definimos vector unitario como:

Se define vector unitario a un vector cuyo modulo es igual a UNO.

Se llama unitario del vector ¥ a un nuevo vector con
igual direccidn y sentido que ¥ y médulo igual a uno.

¢ Como podemos encontrar el vector unitario de
un vector conocido?

Esta foto de Autor desconocido esta
bajo licencia CC BY-NC-ND
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Matematica

Ejemplo:

3) Encontrar el vector unitario del vector 7 = (3, —2).

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

Definicion de versores fundamentales

Los versores fundamentales de R? son los vectores Ty J

El vector T tiene: El vector J tiene:

“» Moddulo igual a 1 = Médulo igual a 1

> Direccién y sentido “> Direccién y sentido
del eje x positivo. del eje y positivo.




Matematica

Observemos ...

1 |

Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

j
- >
3 -2 -1 o = 1 2
l
~1

=9

¢ Cuales son
las
componentes
detyj?
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DESCOMPOSICION CANONICA DE VECTORES

Todo vector ¥ =< w4,V > en el plano se puede escribir utilizando los
versores fundamentales como:

iiiVamos a

\ > 4 verlo!!!
L

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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DESCOMPOSICION CANONICA DE VECTORES

Lo corroboramos ...
Analiticamente Graficamente

y
Uli)‘l‘ Uz]_) — v1<1,0> + Uz(O,l) le

= (v4,0) + (0, v,)

-

N 1Y
=(‘U1,v2)=v 2]
@ l+U2]
— - - = X
V= U1l+v2] i’ Uli’ Vq




Matematica

Ejemplos:

1) Encontrar la descomposicion candnica de los vectores

D=(3,—2)yi-= <—§,—5>.

2) Encontrar un vector ortogonal (perpendicular) al
vector I con médulo igual a 3. ¢Cuantos existe?

3) Encontrar un vector colineal al vector T + 2j que sea
unitario. ¢ Cuantos existe?

Imagen
de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

Ejemplo de Aplicacion

Una mujer lanza una lancha desde una orilla de un rio recto y quiere
desembarcar en el muelle que se encuentra exactamente en frente en la
orilla opuesta. Si la velocidad de la lancha (con respecto al agua) es de
30km/hr vy el rio fluye a 15km/hr, éen qué direccidon debe dirigir la lancha a
fin de llegar al punto deseado?

Imagen
de 3dman_eu en

Pixabay
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Matematica

Clase 13 — Martes 27-6
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Representaciones de vectores

Operaciones con vectores

Suma

Producto por un escalar

La clase

; .
Vimos.. VECTORES EN UN SISTEMA DE
_ COORDENADAS
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Matematica

VECTORES EN UN SISTEMA DE COORDENADAS

Vimos que ...

Para ciertos propositos es util graficar los vectores dentro de un

sistema de coordenadas.

ol bl

R2\ R3

I$ Vamos a generalizar lo visto en R? para R3




¢Como se representa un vector a partir
de sus componentes en el espacio?

VU expresado con sus = _
P 3 V= <v1) v21v3>
componentes en R

. 4 —>
v; es la variacion del vector v en la

i
v.,,,.t
-
-

-
-
-----
-
- =

-
[

L
..~
s
-

direccion del eje x.

v, e la variacion del vector v en la

g
),

Voo

g o EE SR W SN BN e .

\"|

oV

“““““““

direccion del eje y.

. 4 —>
v; e la variacion del vector v en la

direccion del eje z.




Componentes de un vector a partir de sus
puntos de origen y extremo

T_j = (171,172,173>

-«
-

A, P --:--.Q(xzd’z»zz)

Las componentes del vector v
se pueden calcular a partir de
las coordenadas de los puntos:

(

’L'
)‘ . e e - -
h, A

U
i ram
. :
A 1

Vi =X, — X
Vo =V, =W

Via =2, — 4

.




Modulo de un vector en R3

Tj — (vll vZ; v3>

El médulo de v se calcula a |
partir de las componentes L v,

coOmo.

i~y ‘;
. K
o W WS N EE WN SN SN BN . -
| -
,|
¢
’L\'
)‘ F----
I
AR

U
Y ram
. :
A 1

7l = |02+ w2 +)?




SUMA DE VECTORES

| | PRODUCTO DE UN ESCALAR
POR UN VECTOR

Volvemos a las
operaciones
entre
vectores...
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SUMA DE VECTORES EN EL PLANO

La suma de vectores en R3 es analoga a lo visto en R?

Si U y ¥ son vectores con componentes:

V= (V1,V2,V3) Y U= (uq, up, uz)

9

El vector suma es un nuevo vector, con componentes:

—

U+ U=(vg + Uy, Uy + Uy, V3 + U3)




PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN ESCALAR

El producto de un vector por un escalar en R3 es
analogo a lo visto en R?

Si t en un numero real cualquiera (escalar) y ¥ es un vector
con componentes:
V= (vl; vZ; v3>

9

El producto de ¥ por t es un nuevo vector, con componentes:

tv = (tvl, tv,, tv:;)




Matematica

Ejemplos:
1) Dados los vectores v =(3,—-2,1) y u =(-2,5,0)

determinar el resultado de la operacion: 2v — u.

2) Encontrar dos vectores colineales a v = (3,—2, 1) con
modulo igual a 4.

3) Calcular el médulo del vector w = (1, —2, 2) y encontrar
el vector unitario de w.
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de 3dman_eu en Pixabay
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Versores fundamentales

Los versores fundamentales de R> son los vectores T, J y k

E> Los versores fundamentales tienen modulo igual a 1

L tiene direccion y sentido del eje x positivo.

tiene direccion y sentido del eje y positivo.

= j
= X

tiene direccion y sentido del eje z positivo.




Observemos ... iCuales son

las
componentes

\ de i, Jyk?

Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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DESCOMPOSICION CANONICA DE VECTORES

Todo vector ¥ de R3, con componentes: ¥ = (vq,V,, V3) escribir
utilizando los versores fundamentales como:

UV =vl+v,] + v3k

Lo corroboramos ...

iiiVamos a
verlo!!!

A

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-Anke en Pixabay
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Matematica

Ejemplos:
1) Dados los vectores ¥ =(3,—2,1)y u =(-2,5,0)

escribir la descomposicion candnica de cada uno.

2) Mostrar que el vector B = —I + 3] — 5k tiene
componentes (—1, 3, —5).
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PRODUCTO ENTRE VECTORES

——————————————————————————————————————————————————————

PRODUCTO
ESCALAR

PRODUCTO
VECTORIAL

Seguimos...
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Matematica

PRODUCTO ESCALAR ENTRE VECTORES

El producto escalar entre vectores da como resultado
un ESCALAR (es decir un nimero)

Donde 6 es el angulo comprendido entre los vectores.




Matematica

- e
PRODUCTO ESCALAR ENTRE VECTORES

Calculo a partir de las componentes del vector:

R

Dados los vectores v = (v, V,, V3) y U = (uq, Uy, U3), el producto
escalar entre ellos se calcula como:

u-v=uv +u,v, + UV,

Dados los vectores v = (v, v,) y U = {uy, u,) el producto escalar
entre ellos se calcula como:




Matematica

Ejemplos:

1) Dados los vectores v = (—1, 2) y U =1(2,9) _—
encontrar el producto escalar v - u.

2) Dados los vectores v = —1 + 3] — 5k vy
u=1(1/2,0,2) encontrar el producto escalar v - u.

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR

=== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias




ANGULO ENTRE VECTORES

Dados los vectores Y y U, si 0 es el angulo entre ellos, entonces a partir de
la definicion de producto escalar se puede encontrar el angulo 6:

i =i 7] cos (6)




VECTORES ORTOGONALES

Dados los vectores ¥ y U no nulos (de R? o R3):

—

V y U son ortogonales siysélosi V- u=0

Lo
demostramos...
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Matematica

Ejemplos:
1) Dados los vectores v = ti — 2j y u = ti + 6J, hallar el

valor de t para que U y U sean ortogonales. Graficar.

2) Encontrar el vector W de R? que sea ortogonal con
u = —2i—3/2jytenga mdduloigual a 5. Graficar.

3) ¢Qué condicidn deben cumplir U y v para que los
vectoresU +V y U — VU sean ortogonales?

Imagen
de 3dman_eu en Pixabay
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PRODUCTO VECTORIAL ENTRE VECTORES

El producto vectorial entre vectores da como
resultado un nuevo VECTOR

Se indica con una cruz

Para diferenciar ambos productos, £s necesario utilizar simbolos
diferentes para cada uno de los prgductos.

Notacion:

El producto vectorial entre los veftores U y U se representa:




PRODUCTO VECTORIAL ENTRE VECTORES

Veamos la definicion de producto vectorial

El producto vectorial solamente esta definido en R3

Siuy v sonno nulosy no colineales, el producto vectorial u X v es un

nuevo vector que cumple: éRegIa de

la mano

1) Direccidn: ortogonal con Uy con v.
derecha?

Il) Sentido: Regla de la mano derecha o del destornillador.

) Médulo: i x V| =il |V|sen ()

Esta foto de Autor deseonocido esta
NC-ND



http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

Matematica

PRODUCTO VECTORIAL ENTRE VECTORES

Veamos qué es la regla de la mano derecha o
del destornillador

UX v

N
(%

<l
X
\={}

0

u

Al
Al

h

~d|
—~

e

N
X
<l
A=y
X
<l
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Matematica

- e
PRODUCTO VECTORIAL ENTRE VECTORES

Producto vectorial de los versores fundamentales

7=(1,0,0) 7=(0,1,0) k=(0,0,1) ,

1

Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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PRODUCTO VECTORIAL ENTRE VECTORES

Calculo a partir de las componentes del vector:

Dados los vectores v = (v, V5, V3) Y U = Uy, Uy, Uz), ENCONtramos sus
descomposiciones canodnicas y luego podemos realizar el producto
vectorial como:

I_i X 1_7) —_ (u1i>+ qu)+U,3E) X (v1i>+ vzj)‘l‘ U3E)

-
Usando las propiedades y reacomodando, se puede llegar a:

U XV =1 (U3 — uzvy) — J (U3 — UzVq)+ k (U1V2 — Upvy)



PRODUCTO VECTORIAL ENTRE VECTORES

Calculo a partir de las componentes del vector:

Dados los vectores U = (v, V,, V3) Yy U = (uq, Uy, U3), el producto
vectorial entre ellos se calcula como:

UXV =1 (Upv3 — Uuzvy) — J (Uqv3 — uzvy )+ k (Ug v — upvy)

Miremos FUERTE: Se puede calcular considerando lo siguiente:

—_
- -
L]k =
— -> :
1 i Y2 b5 B

Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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PROPIEDADES DEL PRODUCTO VECTORIAL

UXv=—(VXu

(au) XV=a(UuUxv) =ux(av)

—>

WX U+V)=wXU-+W XD

- —

(U+DV)XW=UXWH+VXW

=== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias




Matematica

Ejemplos:
1) Calcular el producto vectorial entre los vectores:

U=1(2,-3,4) yB=(—1,-5,2).

2) Hallar un vector unitario que sea ortogonal a los
vectores u = (3,2,—1) y v =(-1,-2,2).

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

Clase 14 — Martes 4-7

o
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E====0 Facultad de ;I[“

N SR

\":7’ ;_y NACIONAL
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Cronograma

: Tema 9: Rectas y Planos en el espacio - Trabajo Practico N°7: Rectas y
16 | 3-jul :
Primera parte planos en R3
. Tema 9: Rectas y Planos en el espacio - Trabajo Practico N°7: Rectas y
17 | 10-jul
Segunda parte planos en R3
RECESO DE INVIERNO
. Tema 9: Rectas y Planos en el espacio - Trabajo Practico N°7: Rectas y
18 | 31-jul
Tercera parte planos en R3
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PRIMERO REPASAMOS ALGUNOS
CONCEPTOS DE VECTORES EN R3

/]

I) uvyvtienen igual direccién (colineales) H

|

II) u y v son perpendiculares (ortogonales) <<—>

—

IIl) u xvdaotrovectorwquecumple: wWlu A w .l
(U yV no colineales)

I'V) Dados u =




iEmpecemos con rectas!

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-Anke en Pixabay
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Recordemos primero algunas
cosas sobre rectas en R? ..

\\ | éComo es la ecuacion? éDe
e qué depende? éQuién
determina su inclinacion? =
éComo sé donde se ubica ‘-
\ )

— .
en el plano?
)
Imagen de Peggy and Marco Esta foto de Autor desconocido esta
Lachmann-Anke en Pixabay bajo licencia CC BY-NC-ND NC ND
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» Para determinar la ecuacion de una recta ...

¥

W

w En R?% necesitamos con conocer:
C * Un punto de la recta

Imagen de Peggy and Marco

Lachmann-Anke en Pixabay L La pendiente de Ia recta
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Pero si pensamos en rectas en R3, équé seria la
pendiente de la recta?

¢Como podemos caracterizar
\\ y la direccion de la recta?

S |
e
Imagen de Peggy and Marco
P gy-rome cabmy K
|
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Entonces...
» Para determinar la ecuacion de una recta en R3
Se necesita ...

> Un punto de larecta: Py(x,, Vo, Z,).

» Un vector que tenga la misma direccion que la recta:

u ={a,b,c)

¥

[ Vector Director)

=== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias
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—_—

PelL < P,P y u soncolineales

PP=tu ;teR

P~
TR UNIVERSIDAD
Ho ) NACIONAL

S/ DE LA PLATA

=== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias
y Forestales




Matematica

—

PelL < P,P y u soncolineales

e

PP=tu ;teR
P¢lL o P,Pyi

NO son colineales

PP +#tu;teR



Si u = (a,b,c)es el vector director de una recta L y P,(x,,¥,,2,) €s un
punto de la recta, entonces si P(x,y,z) es un punto cualquiera que
pertenece a la recta, se cumple la siguiente igualdad:

PP=ti;teR

(X — X,y —V,2Z—2Z,) =tla,b,c) ;tER

Ecuacion vectorial de la recta que pasa el punto P, y
tiene vector director u



ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA
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Matematica

ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA

Ejemplo: Ecuacion vectorial de la recta

1) Determinar la ecuacién vectorial de la recta que pasa

por el punto P,(5,—2,3) y tiene vector director
u=(—1,2,4).

2) Encontrar la ecuacioén vectorial del eje y.
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ECUACIONES PARAMETRICAS DE LA RECTA

A partir de la ecuacion vectorial:

(x —X,, Yy —V,,Z — 2Z,) =t{a,b,c) ;tER

lgualando los vectores y operando algebraicamente, tenemos:

Ecuaciones
parameétricas de la
recta que pasa el

punto PO (xO) yOIZO) y
tiene vector director \

u ={a,b,c)

(x = ta + x,

y=th+y, teRr
zZ =1tc+ z,

A




Observemos...

Coordenadas del punto que
esta en la recta

t eR

Imagen de Peggy und Marco Lachmann-Anke en Pixabay
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Matematica

~ ECUACIONES PARAMETRICAS DE LA RECTA

Ejemplo: Ecuaciones parameétricas de la recta

1) Determinar las ecuaciones paramétricas del ejemplo

anterior: P,(5,—2,3) y tiene vector director U =
(—1,2,4)

2) Encontrar las ecuaciones paramétricas del eje y.

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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ECUACIONES SIMETRICAS DE LA RECTA

0.
g

A partir de las ecuaciones paramétricas:

(x = ta + X, Para que existan

ly=th+y, teR las ecuaciones t

Z = tc + z, simetricas /‘
a,b,c+0 > X

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

Despejamos el parametro £ de las tres ecuaciones e igualamos:

Ecuaciones simétricas de
la recta que pasa el

— p— punto P, (X, ¥o,Z,) Y
a b c tiene vector director

u ={a,b,c)
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Matematica

ECUACIONES SIMETRICAS DE LA RECTA

Ejemplos: Ecuaciones simétricas

1) Determinar las ecuaciones simétricas de la recta del
ejemplo anterior.

2) ¢éSe pueden obtener las ecuaciones simétricas del eje y?
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RECTA QUE PASO POR DOS PUNTOS CONOCIDOS |

iSi conocemos dos puntos que estan
en la recta, también podriamos
encontrar su ecuacion!

iCoOmo

seria? | & :

eu en Pixabay

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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RECTA QUE PASO POR DOS PUNTOS CONOCIDOS

Ay B dos puntos que estan en la recta:

—_—
Entonces, un vector director a larecta es: U = AB

iCon cualquiera de los dos puntos y el vector director se puede
determinar la ecuacion de la recta que pasa por Ay B!



Matematica

RECTA QUE PASO POR DOS PUNTOS CONOCIDOS

Ejemplo: recta que pasa por dos puntos conocidos

Determinar las ecuaciones (vectorial, paramétricas vy
simétricas) de la recta que pasa por los puntos

A(5,—-2,3)yB(=3,1,2)
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Matematica

ECUACIONES DE LA RECTA

IMPORTANTE:

Para cualquiera de las ecuaciones de una

recta (vectorial, paramétricas o simétricas)
se cumple:

P, € L < verificala/las

ecuaciones cuando se reemplaza
P(xl Y, Z) por Pl
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(x =542t

Supongamos que tenemos la
siguiente ecuacion de una recta L4

¢El punto (2,3, —1) es un punto
de larecta L;?

2L 542t USROSt
Nos preguntamos, .
, " . ,==P | 3E3-8t
ése verifican estas ecuaciones:
\—1 — —1 + 6t

iReemplazamos las coordenadas del punto (2,3,-1) en x, y, z de las
ecuaciones de la recta!

jResolvemos el sistema que nos queda!

En este caso....
iCOMO EL SISTEMA NO s
TIENE SOLUCION!
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(x =5+ 2t
Sigamos con la misma recta = ) L =5 y=3-8t teR
\ Z = —1 4+ 6t &D
éComo determinar un punto de la Q{;\
recta L,? y &
iiiLe doy un valor a t!!! Bess
Supongamos que t = 2 __ Resolvemos
(. — ‘
Reemplazando en las > . X B g t 5233 x=9
ecuaciones de la recta: Y= m— Yy =—13
kz=—1+62_ \Zzll

iiiPodria reemplazar a t por

cualquier numero real, y asi obtener
distintos puntos de la recta!!l
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DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

PARALELAS |

COINCIDENTES |
PERPENDICULARES
Veamos las | |
direcciones

relativas entre OBLICUAS
rectas en R3 | |
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Matematica

DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

En R? para comparar las
direcciones de dos rectas
mirabamos las pendientes...

¢ENTONCES EN R3
COMO LO
ESTUDIAMOS?

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND
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FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales
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Matematica

DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

VECTORES
RECTAS PARALELAS | DIRECTORES

COLINEALES

Observemaos...
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DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

. RECTAS PARALELAS |

Atencion ...

IMPORTANTE: si se cumple que u; = tuy

las rectas tienen la misma direccion, pero

todavia queda definir si son la misma recta o

son rectas paralelas.
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Matematica

DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

RECTAS COINCIDENTES

¢Qué significa que las rectas
sean coincidentes?

—

-
¢ Codmo nos damos cuenta si
son coincidentes o @ |
ot e At s paralelas |

b ajo Ilcencia CCBY-NC-ND NC ND
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DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

> @ 'NINGUN PUNTO

RECTAS 1 s EN COMUN
PARALELAS | Uy = tuy — —
| VECTORES — .
RECTAS COLINEALES ~ TODOSLOS
COINCIDENTES [ Al PUNTOS EN
I - COMUN

Elegimos un punto de una de

las rectas y nos fijamos si iSON LA MISMA
también pertenece a la otra...




DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

Ejemplo 1:
(-1 x =2+ 3h
. 2 Li:sy=—-h heR
Mly=1142c TER o O
z = —1+ 4t

éLas rectas son paralelas?
éSon coincidentes?

i

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND

'}Iﬁ' GeoGebra » :_
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Matematica

DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

Ejemplo:

Determinar las ecuaciones (vectorial, paramétricas y
simétricas) de la recta que pasa por el punto P,(—2,1,3)
y es paralela al eje y.

‘}IC Verificar utilizando GeoGebra

de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

VECTORES
DIRECTORES
ORTOGONALES

Imagen de Peggy und Marco Lachmann-
Anke en Pixabay
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DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

RECTAS
PARALELAS IREEIZEE

VECTORES
RECTAS COLINEALES

COINCIDENTES |

RECTAS 1 = 0 VECTORES
PERPENDICULARES LT ORTOGONALES




DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

Ejemplo 2:
7 = z=h+15

éLas rectas son perpendiculares o no?

——
i e
7‘{ GeoGebra » "ﬁﬂﬁ%ﬂ ‘!L 9

bj | ccccc iaCCBYNCND
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Matematica

DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

Ejemplo: Y

1) Encontrar una recta que sea perpendicular a la recta L,
del ejemplo anterior y que pase por el punto P,(2,1,3).

éExiste una sola recta que cumple estas condiciones?

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

‘}I;‘ GeoGebra Pueden utilizar el mismo applet que en el
ejemplo 2


https://www.geogebra.org/m/gcxfjt2v
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DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

RECTAS

PARALELAS | . VECTORES
| _ Uy =tz coLNEALES
RECTAS
COINCIDENTES .
' RECTAS VECTORES

U -u, =0
PERPENDICULARES [ ORTOGONALES

RECTAS OBLICUAS e




DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

PARALELAS . VECTORES
_ Uy =TU2  cOLINEALES
RECTAS
RECTAS Wy = 0 VECTORES
PERPENDICULARES/__ ORTOGONALES

U, # tu;  NO SON COLINEALES
Uy -U; # 0 NOSON ORTOGONALES

RECTAS OBLICUAS

>/




Matematica

DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

Ejemplo 3:

Decidir si las siguientes rectas son paralelas,
perpendiculares u oblicuas.

x=1-t x—2  y+3
Lily=1-2t tER Ly 5 =7 =12
z=1+t

‘}I;' Corroborar utilizando GeoGebra gen deSaman.auen phavay
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Matematica

Clase 15 — Martes 11 - 7

o

BT UNIVERSIDAD
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Cronograma

. Tema 9: Rectas y Planos en el espacio - Trabajo Practico N°7: Rectas y
16 | 3-jul :
Primera parte planos en R3
. Tema 9: Rectas y Planos en el espacio - Trabajo Practico N°7: Rectas y
17 | 10-jul
Segunda parte planos en R3
RECESO DE INVIERNO
. Tema 9: Rectas y Planos en el espacio - Trabajo Practico N°7: Rectas y
18 | 31-jul
Tercera parte planos en R3

=== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias
y Forestales

‘F'I UNIVERSIDAD
o] NACIONAL
s/ DE LA PLATA




Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

RECTAS

éQué vimos la clase
pasada?

=== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias
y Forestales

7R UNIVERSIDAD
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Matematica

- e
REPASO DE VECTORES

I) Uy vtienen igual direccién (colineales) <é>

II) uy v son perpendiculares (ortogonales) <é}>

IIl) u x v daotrovector w que cumple: w 1L u A
(U yV no colineales)

IV) Dados 1 = (uy, up, u3) y U = (vy, v, v3) <é> Ju
2

Us =U3

\



¢QUE VIMOS LA CLASE PASADA SOBRE RECTAS?

>

» Para determinar la ecuaciéon de L en R3 necesitamos:

> Un punto Po(xo;yoyzo) E L

> Unvector u = (a, b, ¢) (vector director)

I) Ec. Vectorial de L:  {(x — X,,Vy — ¥,,Z — Z,) = t{a,b,c) ; tER

(x = ta + x,
Il) Ec. Paramétricasdel: {y=tbh+y, t€R

kz=tc+zo

II1I) Ec. Simétricas de L:
a,b,c#0




Matematica

INTERSECCION ENTRE RECTAS

Vamos a ver cOomo saber si
dos rectas tienen interseccion
(se cortan)

—_—
_'L

bj | ccccc iaCCBYNCND

===  Facultad de
FCAxYF Ciencias Agrarias
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INTERSECCION ENTRE RECTAS

EN R?, S| DOS RECTAS NO SON
PARALELAS SABEMOS QUE SE
CORTAN...

g
¢ ¢PASA LO MISMO
/\ CON DOS RECTAS
—— EN R3?
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Y como determinamos si dos rectas en
R3 se cortan 0 no?

. ? 1i1Si las rectas son paralelas entonces NO
i N se cortan, y si son coincidentes ... son la
_h misma rectal!l
T .. NO
i'zgﬁ 4\/‘\// liEntonces ENTIENDO... -
> podemos primero " 2
mirar los vectores kﬁ
7\ directores!! | /
e . S @

Lachmann-Anke en Pixabay
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iLo vemos en un ejemplo!

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-Anke en Pixabay



https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

Matematica

INTERSECCION ENTRE RECTAS

Ejemplo 3: Interseccion entre rectas

Supongamos que tenemos las siguientes ecuaciones de rectas:

g

(x =5+ 2t x=-2+s
Li:y y=3—-8t teR Lyy§ y=2—-—4s s€eR
Kz=—1+61: KZ=—1+35

iExiste la interseccion entre las
rectas? ¢COmo me doy cuenta?

—
;§£
GeoGebra ’;I;

b ajo Ilcencia CC BY NC ND
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Entonces, en R3 se sigue cumpliendo que
si las rectas son paralelas... NO se CORTAN

S —

gt
-—-r"_r
—
o e

ettt de tor o iSi las rectas son coincidentes ... son la misma

.

bajo licencia CC BY-NC-ND

recta, asi que no tiene mucho sentido hablar de
interseccion en este caso...

T | Pero... y las rectas que no son ni

| paralelas ni coincidentes... ési o si se
| van a cortar... como pasaba en R??
J o

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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iLo vemos en un ejemplo!

J -
i Iagen de Peggy and Marco Lachmann-Anke en Pixabay ; GeO Geb ra
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aaaaaa S PARALELAS
] COINCIDENTES
SE CORTAN «

Entonces... ALABEADAS
las rectas en (NI PARALELAS, NI SE CORTAN)

R?3 pueden

=== Facultad de 3
S e r FCAyF Ciencias Agrarias LI LA CIONAL
OO0 y Foresta
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INTERSECCION ENTRE RECTAS

Lo primero que conviene hacer es ...

&

/
;
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INTERSECCION ENTRE RECTAS

Si las rectas NO son paralelas ni coincidentes  jg| punto verifica

las ecuaciones de
las dos rectas!

-

Sistema de ecuaciones lineales
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INTERSECCION ENTRE RECTAS

Dadas: (x = taq + x4 (x = ha, + x,
L1:<y=tb1+y1 L2:<y=hb2+y2 tER
z=tc; + 24 z=hc;+z, NER

Ilgualamos las coordenadas (x,y,z) de L, y L, y reordenamos:

Sistema de fta1 —ha, = —x1 + x5
ecuaciones {tby —hb, = =y, +y,
lineales  t¢1 —hey = —21 + 7,

&

del sistema



Matematica

INTERSECCION ENTRE RECTAS

Ejemplo 4: Interseccion entre rectas

Decidir si las siguientes rectas se cortan o no. Si se cortan
encontrar la interseccion.

(x =5 — 6t (x = 3h — 4
KZ=—1+4t KZ=1—2h
'}Ii' GeoGebra
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INTERSECCION ENTRE RECTAS

Primero verificamos que no tengan la misma direccién (rectas paralelas o
coincidentes).

Luego igualamos las rectas para ver si se cortan, entonces se genera un
sistema de ecuaciones lineales: si el sistema que se origina tiene solucion

entonces las rectas se cortan.

r _
o sTn SISTEMA DE
_144t=1-2n ECUACIONES LINEALES
r _
REORDENAMOS EL 6t —3h =1
2t + 3h = —1
SISTEMA 4t + 20 = 2



f6t—3h=1 Sist de 3 _ S
{2t +3h = —1 IStéMma de 5 ecuacionesy Z Incognitas
4t +2h=2

Entonces concluimos...
Como el rango de A (matriz asociada al sistema) es distinto al rango de A*

(matriz ampliada del sistema), entonces (por R-F) el sistema NO tiene
solucion.

Las rectas son alabeadas



Matematica

INTERSECCION ENTRE RECTAS

Ejemplo 5: Interseccion entre rectas

Decidir si las siguientes rectas se cortan o no. Si se cortan
encontrar la interseccion.

(x =5+ 2t (x = —-2+5
Litqy=3-8t t€R [,;{y=15—4s s€ER
kz=—1+6t \Z=_5+25
'}Ii' GeoGebra
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INTERSECCION ENTRE RECTAS

Primero verificamos que no tengan la misma direccion (rectas paralelas o
coincidentes).

ilgualamos las rectas para ver si se cortan... se genera un sistema de
ecuaciones lineales... si el sistema que se origina tiene solucion ...
entonces las rectas se cortan!

( _
S+2t=—2+s SISTEMA DE

3—8t=15—-4s
—1+46t=—5+2s ECUACIONES LINEALES

A

’
2t —s = —7

REORDENAMOS EL !l 8t 1445 =17
SISTEMA 6t — 25 = —4



( _
2t — s = —7 & g _ et
<—8t i 4_5 — 12 Istema de ecuacionesy mcognltas

iiiAnalicemos el sistemal!!!

Entonces concluimos...

Como el rango de A (matriz asociada al sistema) es igual al rango de A*
(matriz ampliada del sistema) y son iguales a 2, que es el numero de
incognitas, entonces (por R-F) el sistema tiene solucion unica.

iiiEntonces las rectas se cortan en un punto!!!

Para saber en qué punto, resuelven el sistema por algun método y asi
determinan el punto de interseccion de las rectas.



A pensar...

Si el sistema tiene infinitas
soluciones, équé
significado tiene con
respecto a las rectas?

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND

Si no tiene solucion, équé
significado tiene con
respecto a las rectas?

=== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias
y Forestales
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SEY) DE LA PLATA
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INTERSECCION ENTRE RECTAS — RESUMIENDO...

> @ 'NINGUN PUNTO

RECIAS 1T = EN COMUN
PARALELAS u; = tu, Sl
D VECTORES COLINEALES — TODOSLOS
SAGLE , > | PUNTOS EN |
COINCIDENTES - COMUN

———————————————————————

Elegimos un punto de una de

las rectas y nos fijamos si iSON LA MISMA
también pertenece a la otra...




Matematica

o

INTERSECCION ENTRE RECTAS — RESUMIENDO...

RECTAS
PARALELAS

VECTORES COLINEALE s T
RECTAS i RN
COINCIDENTES

RECTAS
ALABEADAS

~ RECTAS QUE SE
CORTAN N




Matematica

Ejemplos:

1) Determinar si la recta que pasa por el punto A(1,—2,3) y
tiene vector director u = (4,2, —3) y la recta de ecuacidn:
(x,vy,z) =(3,5,—2)t + (2,—1,4) se cortan o no. Si no se
cortan indicar por qué.

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

2) Determinar si la recta Ly que pasa por los puntos A(—2,2,4)y
B(1,—3,2) y larecta L, Si no se cortan indicar por qué.

x—1 y+3 Z—4
Lyy——=—"7"= ——
6 —10 —4

GeO Gebra E====1  Facultad de

FCAxYF Ciencias Agrarias
y Forestales
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Hoy vamos a ver planos...
iSu grafica y su ecuacion!

f -

Al

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

P
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Veamos...
» Para determinar la ecuacion de un plano en R3
Se necesita ...

» Un punto del plano: Py(x,,¥,, Z,).

» Un vector que sea la perpendicular al plano:
n=(4,B,C)

. 4

{ Vector Normal J

=== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias




» Si P € al plano... éQué deben cumplir P,P y n?

Plano

’;Iq GeoGebra '


https://www.geogebra.org/calculator/hvnqt8pv

Entonces...

Supongamos que tenemos un plano llamado m:

* 71 un vector perpendicular al plano.
* Py un punto que esta en el plano.

Si P es un punto genérico:

» P € Tt < P,P yn son ortogonales n-PyP=0

» Pé¢m< P,Pyn NO son ortogonales n-PyP+0




- @

Sin = (4,B, C) es el vector normal del plano vy P,(x,,,, Z,)
es un punto conocido de 7, entonces P(x, y, z) pertenece a T,
si y solo si se cumple la siguiente igualdad:

(A,B,C) - (x —X,,V — Vo, Z — Z,) = 0

Ecuacion vectorial del plano que pasa por el punto P,
y tiene vector normal



Vector normal del plano

A

Plano

n=(ABC) -l

Punto conocido Punto genérico del plano
del plano

=== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias
y Forestales

e
ifﬂ:‘:ﬁ UNIVERSIDAD
b o\ NACIONAL
SEY) DE LA PLATA




‘ ECUACION CARTESIANA DEL PLANO

A partir de la ecuacion vectorial:

(A;B; C) ’ (x _xo)y_yOJZ_ZO> — O

Realizando el producto escalar obtenemos:

Alx —x0) + B(y —y0) + C(z — 2zp) = 0

Ecuacion cartesiana del plano que pasa por el punto
P, y tiene vector normal n



Matematica

Observemos... A(x —x9) +B(y —yo) + C(z—2,) =0

Haciendo las operaciones correspondientes, [lamando
D =—(Axy + Byy + Czy), llegamos a la siguiente
ecuacion:

Imagen de Peggy und Marco Lachmann-Anke en Pixabay CO m pO n e ntes d e I VeCtor
normal del plano

Facultad de TR UNIVERSIDAD
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Si conocemos tres puntos que estan
en el plano, iitambién podriamos
encontrar la ecuacion del mismo!!

iCoOmo
seria?

S

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

Imagen de Peggy and Marco

Lachmann-Anke en Pixabay
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Matematica

A, By C tres puntos que estan en el plano

éiEse es el Unico

A, 5
: vector n que
— 4
n podemos elegir?
C
A
e __E*_ T Gl T
SRR e L e et SR
Entonces, un vector normal al planoes: 71 = AB X AC imagen de Peggy and Marco

Lachmann-Anke en Pixabay

iCon cualquiera de los tres puntos y el vector normal se
puede determinar la ecuacion!
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Matematica

Ejemplos:
1) Determinar la ecuacioén del plano coordenado xy.
2) Si 2x + 3y — 5z = 4 es la ecuacion de un plano, écual

es el vector normal del mismo? ¢El punto (3,—1,1)
pertenece al plano?

3) Determinar la ecuacion del plano que pasa por los
puntos P,(0,4,-1), P,(1,-1,2) y P5(2,-3,5).

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

’}k’ GeoGebra (Ejemplo 3)

a

7 :ﬁfﬁ UNIVERSIDAD
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‘ ECUACIONES DEL PLANO

IMPORTANTE:

Para cualquiera de las ecuaciones de un

plano (vectorial o cartesiana) se cumple:

P, € m < verifica la ecuacion

cuando se reemplaza P(x,y, z)
por Py
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DIRECCION RELATIVAS ENTRE PLANOS

PERPENDICULARES

OBLICUOS

Los planos
pueden ser...
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éY como determinamos si dos
planos son paralelos,
perpendiculares u oblicuos?

s
» |

Esta foto de Autor desconocido esta
bajo licencia CC BY-NC-ND

q

iUsando los vectores

normales ... !
N y

|

===  Facultad de
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Matematica

DIRECCION RELATIVAS ENTRE RECTAS

PLANOS PARALELOS |

Observemaos...

VECTORES NORMALES
COLINEALES
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DIRECCION RELATIVAS ENTRE PLANOS

. PALNOS PARALELOS |

Atencion ...

IMPORTANTE: si se cumple que n; = tn,

los planos tienen la misma direccion, pero

todavia queda definir si son el mismo plano

0 son planos paralelos.
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Entonces...

SI LOS VECTORES NORMALES
S SON COLINEALES LOS PLANOS
N\

SON PARALELOS O SON
COINCIDENTES

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-Anke en Pixabay
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Matematica

Ejemplos:

Decidir si los siguientes pares de planos son coincidentes, paralelos o
ninguna:

1)t 2x —3y+5z2=2,n,:—4x+ 6y — 10z = —4
1 2
2)7T1:x—3y+6z—2=O,7‘[2:—§x+y—22=_§

3)my:2x —3y+5z2=2,n1,:3x+4y—2z=1

’}k’ GeoGebra (Ejemplo 2)

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

===  Facultad de
FCAxYF Ciencias Agrarias
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Matematica

¢éY si los planos son
perpendiculares, cdmo nos
- damos cuenta?

E—
—
,I éUso el producto
— punto entre los
mimniencn - 1Si los vectores normales vectores
son perpendiculares normales?
entonces los planos son

perpendiculares! j,-v

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

{
— E===== Facultad de
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Matematica

DIRECCION RELATIVAS ENTRE PLANOS

__ . VECTORES
PLANOS PERPENDICULARES | NORMALES

ORTOGONALES

Observemos...
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Matematica

Ejemplo:

Decidir si los siguientes planos del ejemplo 3 que hicimos

antes son perpendiculares:

m1:2x—3y+5z2=2,m,:3x +4y—-2z=1

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

===  Facultad de
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DIRECCIONES RELATIVAS ENTRE PLANOS

¢HACEMOS UN RESUMEN DE LO QUE
VIMOS HASTA ACA?



https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

DIRECCION RELATIVAS ENTRE PLANOS

PARALELOS ., VECTORES

| _ Ny =1z couNEALES
PLANOS

PERPENDICULARES | ORTOGONALES

PLANOS OBLICUOS |



Matematica

DIRECCION RELATIVAS ENTRE PLANOS

||

Ny # tn;  NO SON COLINEALES
N, M, # 0 NOSON ORTOGONALES

PARALELOS ., VECTORES

_ My =2 COLINEALES
PLANOS

PERPENDICULARES | ORTOGONALES

PLANOS OBLICUOS



Matematica

L eematia
INTERSECCION ENTRE PLANOS W

Vamos a ver como saber si
dos planos tienen
interseccion (se cortan)

e

Esta foto de Autor des
bajo licencia CC BY- NC ND

===  Facultad de
FCAxYF Ciencias Agrarias
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INTERSECCION ENTRE PLANOS

Si dos planos no son paralelos

entonces se cortan... pero éen

qué se cortan? écomo puedo
verlo?

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND

a8

iCon sistemas de
S y ecuaciones!

")

’Lj

Img nde PEEV nd Marco Lachmann-
Anke en Pixabay
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INTERSECCION ENTRE PLANOS

»

Lo primero que conviene hacer es .

_

n, * tn,

iPorque si son
paralelos no se
.~ cortan! Y si son
coincidentes es un
mismo plano
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INTERSECCION ENTRE PLANOS

Si los planos NO son paralelos iLos puntos de la

ni coincidentes recta verifican las
@ ecuaciones de los dos

| losplancssecortanenunarecta |

Sistema de ecuaciones lineales
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INTERSECCION ENTRE PLANOS

- 7w, Ax+By+Cz+D, =0 ; n,:4x+B,y+C,z+D, =0

‘ A pehsar:

- ¢Cudntas soluciones

tendra este sistema?

(Ax+By+Cz+D =0 Sistema de
sA,x+B,y+C,z+ D, =0 ecuaciones
X =¢ lineales

~ Imagen de Peggy and Marco

Lachmann-Anke en Pixabay
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INTERSECCION ENTRE PLANOS

Observemos... Dados:
7w Ax+By+Cz+D, =0 ; 7,:Ax+B,y+C,z+D, =0

Primero: Corroboramos que nos
sean paralelos ni coincidentes

n, # tn,

Después: Armamos el sistema lineal para
encontrar la interseccion

agen de Peggy und Marco Lachmann-
e .

Si usaramos Rouché- Q
Frobenius... ¢ Cuantas Ax+By+Cz+D =0
-

soluc.iones nt?s daria que Ax+By+Cyz+D, =0
tiene el sistema?
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Matematica

Ejemplo:
Ya vimos que estos planos no son paralelos, entonces se cortan:
2x —3y+ 5z =2
3x +4y —2z=1

Busquemos como es la ecuacion de la recta en la cual se

cortan.
Planteamos un sistema de ecuaciones entre las dos

ecuaciones de los planos y lo resolvemos...

|
N

2x — 3y + 5z
3x +4y — 2z

|
p—

Imagen
de 3dman_eu en Pixabay

iResolvamos el sistema!
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Matematica

Ejemplo:

Determinar si los siguientes planos se cortan y en tal caso
encontrar la interseccion:

II,: 2—3y+62—-2=0 1: —2—3y+2—1=0

’:k' GeoGebra

Imagen
de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

Para ir terminando...

Determinar si el plano que pasa por el punto Py(4,—1,3)y
vector normal igual a n = (2,3,—1) y el plano de ecuacion
x — 3y + 4z = —1 se cortan.

a) Si no se cortan decidir si son paralelos o coincidentes.

b) Si se cortan, encontrar la interseccion.

Determinar si el plano de ecuacién 2x + 3y —5z =4y el
plano que pasa por los puntos A(1,—2,4), B(4,5,—1)y
C(—2,3,1) se cortan.
a) Si no se cortan, decidir si son paralelos o coincidentes. magen
b) Si se cortan, encontrar la interseccion. I

===  Facultad de
FCAxYF Ciencias Agrarias
y Forestales

) UNIVERSIDAD
Rz i) NACIONAL
{57/ DE LA PLATA
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Matematica

Clase 16 — Martes 1 - 8

o
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Cronograma

. Tema 9: Rectas y Planos en el espacio - Trabajo Practico N°7: Rectas y
16 | 3-jul :
Primera parte planos en R3
. Tema 9: Rectas y Planos en el espacio - Trabajo Practico N°7: Rectas y
17 | 10-jul
Segunda parte planos en R3
RECESO DE INVIERNO
. Tema 9: Rectas y Planos en el espacio - Trabajo Practico N°7: Rectas y
18 | 31-jul
Tercera parte planos en R3

=== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias
y Forestales
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o] NACIONAL
s/ DE LA PLATA




Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

Recordamos lo que
vimos las ultimas dos
clases antes del
receso invernal...

RECTAS Y PLANOS

éDoénde?

N
\

gé3

== Facultad de
FCAyF Ciencias Agrarias
y Forestales
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" REPASO DE RECTAS EN EL ESPACIO W

Si tenemos:

* u = {(a, b, c) un vector que dirige la recta.
* Py(x,,¥,, 2Z,) un punto que esta en la recta.
* P(x,y,z) un punto genérico de la recta.

Ecuacidn PP = tu (t € R)

vectorial (X — X0,V — Vo, 2 — Z,) =t{a,b,c) ; tER
Ecuaciones paramétricas Ecuaciones simétricas
(x = ta +x, X~ X0 _ Y7 Vo _ Z7%0
y=th+y, teR a b C
Z = tc + Z,




DIRECCION RELATIVA ENTRE RECTAS

RECTAS

PARALELAS | . VECTORES
| _ Uy =tz coLNEALES
RECTAS
COINCIDENTES .
' RECTAS VECTORES

U-u, =0
PERPENDICULARES | 12 ORTOGONALES

RECTAS OBLICUAS e A




DIRECCION RELATIVA ENTRE RECTAS

PARALELAS . VECTORES
_ Uy =TU2  cOLINEALES
RECTAS
RECTAS Wy = 0 VECTORES
PERPENDICULARES/__ ORTOGONALES

U, # tu;  NO SON COLINEALES
Uy -U; # 0 NOSON ORTOGONALES

RECTAS OBLICUAS

>/




INTERSECCION DE RECTAS

Dos rectas en el espacio pueden ser...

Paralelas / Se cortan en Alabeadas
Coincidentes un pu nto (no se cortan ni son paralelas)
| \ J
E | Y
) 4

Los vectores directores NO son
colineales

Los vectores
directores son

colineales JL

Sistema de ecuaciones lineales



" REPASO DE PLANOS EN EL ESPACIO W

Si tenemos:

« 1 = (4, B,C) un vector perpendicular al plano.
* Py(xg, Yo, Zo) un punto que estd en el plano.
* P(x,y,Zz) un punto genérico del plano.

Ecuacion i - PP =0
vectorial (4B, C) - (x — X0,y — Yo 2 — 2,) = 0

Ecuac.lon A(x —x9) + B(y —y9) + C(z —25) =0
cartesiana




DIRECCION RELATIVAS ENTRE PLANOS

PARALELOS ., VECTORES

| _ Ny =1z couNEALES
PLANOS

PERPENDICULARES | ORTOGONALES

PLANOS OBLICUOS |



Matematica

DIRECCION RELATIVAS ENTRE PLANOS

||

Ny # tn;  NO SON COLINEALES
N, M, # 0 NOSON ORTOGONALES

PARALELOS ., VECTORES

_ My =2 COLINEALES
PLANOS

PERPENDICULARES | ORTOGONALES

PLANOS OBLICUOS



Matematica

- e
INTERSECCION DE PLANOS W

Dos planos en el espacio pueden ser...

Paralelos / Coincidentes Se cortan en una recta
| | | |
Los vectores Los vectores normales NO son
normales son colineales
colineales

4

Sistema de ecuaciones lineales



agen de Peggy und Marco Lachmann-
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RELACIONES ENTRE RECTAS

Y PLANOS
. |

¢Qué vamos a ver
hoy?
=== Facultad de
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Dada la recta
Lyelplanom
Entonces ...

Matematica

L PUEDE ESTAR CONTENIDA EN UN
PLANO PARALELOA T

L PUEDE ESTAR CONTENIDA EN EL
PLANO

L PUEDE SER PERPENDICULAR AL
PLANO T

[ Fz_:mlmd de _ 7 '-‘ R UNIVERSIDAD
FCAyF Ciencias Agrarias .%@ NACIONAL
y Forestales S/ DE LA PLATA
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Matematica

RECTA CONTENIDA EN UN PLANO PARALELO AL PLANO

VECTOR NORMALY VECTOR

Observemos... DIRECTOR ORTOGONALES
u
\ | z
n

e -
g T o= me S a mm — -
BT - =
= == - 2. LT _ - =
- -"-—J_ -
. === = moawdi an -
| P __._._...q_-"' am -
. ]
3
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Matematica

Ejemplo

Sea la recta L con las ecuaciones paramétricas:

(x =542t L e R
Li:q y=3-8t "’

Esta contenida en un plano paralelo al plano de ecuacion

2
4x—y+§z=3

RAR\‘O ‘. Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

Ejemplo

Sea la recta L, de ecuacion con ecuaciones parameétricas:

(x =542t L e R
Li:q y=3-8t "’

La misma es paralela al plano de ecuacion:

. L2 49
ATV T3sT,

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

Ademas, esta contenida en el plano.
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Matematica

Ejemplo

Sea la recta L, de ecuacion con ecuaciones parameétricas:

(x =542t L e R
Li:q y=3-8t "’

La misma es perpendicular al plano de ecuacion

2x —y—2z=3

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

éCual es el punto de interseccion?
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Matematica

Ejemplo
Sea la recta L, de ecuacion con ecuaciones parameétricas:

(x =5+ 2t

Li:4 y=3—-8t 't

ER

corta al plano de ecuacion

4‘x - y + ZZ — 5 Imagen de 3dman_eu en Pixabay

y no es perpendicular al plano. .\MO'STRAR\_O‘.

¢ Cual es el punto de interseccion?
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Matematica

Para ir terminando:

Dada la recta que pasa por el punto A(1,—2,3)y tiene
vector director v =< 4,2, —3 >, determine un plano de
manera que la recta dada sea paralela al plano, pero no
esté contenida en él.

Dado el plano que pasa por los puntos
A(1,-2,3),B(—2,4,1) y C(5,—3,2), determine las
ecuaciones paramétricas de una recta que corte al plano
sin que sea perpendicular a él.

GeoGebra

| |
FCAYF
e

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

Facultad de
Ciencias Agrarias
y Forestales

]

f b ) UNIVERSIDAD
Rz k) NACIONAL
Sz DE LA PLATA



https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

	Clase 9: Representaciones Gráficas
	Diapositiva 1
	Diapositiva 2
	Diapositiva 3
	Diapositiva 4
	Diapositiva 5
	Diapositiva 6
	Diapositiva 7
	Diapositiva 8
	Diapositiva 9
	Diapositiva 10
	Diapositiva 11
	Diapositiva 12
	Diapositiva 13
	Diapositiva 14
	Diapositiva 15
	Diapositiva 16
	Diapositiva 17
	Diapositiva 18
	Diapositiva 19
	Diapositiva 24
	Diapositiva 25
	Diapositiva 26
	Diapositiva 27
	Diapositiva 28
	Diapositiva 29
	Diapositiva 30
	Diapositiva 31
	Diapositiva 32
	Diapositiva 33
	Diapositiva 34
	Diapositiva 35
	Diapositiva 36

	Ecuación lineal de dos incógnitas
	Diapositiva 37
	Diapositiva 38
	Diapositiva 39
	Diapositiva 40
	Diapositiva 41
	Diapositiva 42
	Diapositiva 43
	Diapositiva 44
	Diapositiva 46
	Diapositiva 47
	Diapositiva 48
	Diapositiva 49
	Diapositiva 50
	Diapositiva 51
	Diapositiva 52

	Clase 10: Cónicas: Circunferencia y elipse
	Diapositiva 53
	Diapositiva 54
	Diapositiva 55
	Diapositiva 56
	Diapositiva 57
	Diapositiva 58
	Diapositiva 59
	Diapositiva 60
	Diapositiva 61
	Diapositiva 62
	Diapositiva 63
	Diapositiva 64
	Diapositiva 65
	Diapositiva 66
	Diapositiva 67
	Diapositiva 68
	Diapositiva 69
	Diapositiva 70
	Diapositiva 71
	Diapositiva 72
	Diapositiva 73
	Diapositiva 74
	Diapositiva 75
	Diapositiva 76
	Diapositiva 77
	Diapositiva 78
	Diapositiva 79
	Diapositiva 80
	Diapositiva 81
	Diapositiva 82
	Diapositiva 83
	Diapositiva 84

	Clase 11: Cónicas: Parábola e Hipérbola
	Diapositiva 85
	Diapositiva 86
	Diapositiva 87
	Diapositiva 88
	Diapositiva 89
	Diapositiva 90
	Diapositiva 91
	Diapositiva 92
	Diapositiva 93
	Diapositiva 94
	Diapositiva 95
	Diapositiva 96
	Diapositiva 97
	Diapositiva 98
	Diapositiva 99
	Diapositiva 100
	Diapositiva 101
	Diapositiva 102
	Diapositiva 103
	Diapositiva 104
	Diapositiva 105
	Diapositiva 106
	Diapositiva 107
	Diapositiva 108
	Diapositiva 109
	Diapositiva 110
	Diapositiva 111
	Diapositiva 112
	Diapositiva 113
	Diapositiva 114
	Diapositiva 115
	Diapositiva 116
	Diapositiva 117
	Diapositiva 118
	Diapositiva 119
	Diapositiva 120

	Clase 12: Vectores en el plano
	Diapositiva 121
	Diapositiva 122
	Diapositiva 123
	Diapositiva 124
	Diapositiva 125
	Diapositiva 126
	Diapositiva 127
	Diapositiva 128
	Diapositiva 129
	Diapositiva 130
	Diapositiva 131
	Diapositiva 132
	Diapositiva 133
	Diapositiva 134
	Diapositiva 135
	Diapositiva 136
	Diapositiva 137
	Diapositiva 138
	Diapositiva 139
	Diapositiva 140
	Diapositiva 141
	Diapositiva 142
	Diapositiva 143
	Diapositiva 144
	Diapositiva 145
	Diapositiva 146
	Diapositiva 147
	Diapositiva 148
	Diapositiva 149
	Diapositiva 150
	Diapositiva 151
	Diapositiva 152
	Diapositiva 153
	Diapositiva 154
	Diapositiva 155
	Diapositiva 156
	Diapositiva 157
	Diapositiva 158
	Diapositiva 159
	Diapositiva 160
	Diapositiva 161
	Diapositiva 162
	Diapositiva 163
	Diapositiva 164
	Diapositiva 165
	Diapositiva 166
	Diapositiva 167
	Diapositiva 168
	Diapositiva 169
	Diapositiva 170
	Diapositiva 171
	Diapositiva 172
	Diapositiva 173
	Diapositiva 174
	Diapositiva 175
	Diapositiva 176

	Clase 13: Vectores en el espacio
	Diapositiva 177
	Diapositiva 178
	Diapositiva 179
	Diapositiva 180
	Diapositiva 181
	Diapositiva 182
	Diapositiva 183
	Diapositiva 184
	Diapositiva 185
	Diapositiva 186
	Diapositiva 187
	Diapositiva 188
	Diapositiva 189
	Diapositiva 190
	Diapositiva 191
	Diapositiva 192
	Diapositiva 193
	Diapositiva 194
	Diapositiva 195
	Diapositiva 196
	Diapositiva 197
	Diapositiva 198
	Diapositiva 199
	Diapositiva 200
	Diapositiva 201
	Diapositiva 202
	Diapositiva 203
	Diapositiva 204
	Diapositiva 205
	Diapositiva 206
	Diapositiva 207
	Diapositiva 208

	Clase 14: Rectas en el espacio
	Diapositiva 209
	Diapositiva 210
	Diapositiva 211
	Diapositiva 212
	Diapositiva 213
	Diapositiva 214
	Diapositiva 215
	Diapositiva 216
	Diapositiva 217
	Diapositiva 218
	Diapositiva 219
	Diapositiva 220
	Diapositiva 221
	Diapositiva 222
	Diapositiva 223
	Diapositiva 224
	Diapositiva 225
	Diapositiva 226
	Diapositiva 227
	Diapositiva 228
	Diapositiva 229
	Diapositiva 230
	Diapositiva 231
	Diapositiva 232
	Diapositiva 233
	Diapositiva 234
	Diapositiva 235
	Diapositiva 236
	Diapositiva 237
	Diapositiva 238
	Diapositiva 239
	Diapositiva 240
	Diapositiva 241
	Diapositiva 242
	Diapositiva 243
	Diapositiva 244
	Diapositiva 245
	Diapositiva 246
	Diapositiva 247
	Diapositiva 248

	Clase 15: Rectas y Planos en el espacio
	Diapositiva 249
	Diapositiva 250
	Diapositiva 251
	Diapositiva 252
	Diapositiva 253
	Diapositiva 254
	Diapositiva 255
	Diapositiva 256
	Diapositiva 257
	Diapositiva 258
	Diapositiva 259
	Diapositiva 260
	Diapositiva 261
	Diapositiva 262
	Diapositiva 263
	Diapositiva 264
	Diapositiva 265
	Diapositiva 266
	Diapositiva 267
	Diapositiva 268
	Diapositiva 269
	Diapositiva 270
	Diapositiva 271
	Diapositiva 272
	Diapositiva 273
	Diapositiva 274
	Diapositiva 275
	Diapositiva 276
	Diapositiva 277
	Diapositiva 278
	Diapositiva 279
	Diapositiva 280
	Diapositiva 281
	Diapositiva 282
	Diapositiva 283
	Diapositiva 284
	Diapositiva 285
	Diapositiva 286
	Diapositiva 287
	Diapositiva 288
	Diapositiva 289
	Diapositiva 290
	Diapositiva 291
	Diapositiva 292
	Diapositiva 293
	Diapositiva 294
	Diapositiva 295
	Diapositiva 296
	Diapositiva 297
	Diapositiva 298
	Diapositiva 299
	Diapositiva 300
	Diapositiva 301
	Diapositiva 302
	Diapositiva 303
	Diapositiva 304
	Diapositiva 305
	Diapositiva 306
	Diapositiva 307

	Clase 16: Rectas y Planos en el espacio. Segunda parte.
	Diapositiva 308
	Diapositiva 309
	Diapositiva 310
	Diapositiva 311
	Diapositiva 312
	Diapositiva 313
	Diapositiva 314
	Diapositiva 315
	Diapositiva 316
	Diapositiva 317
	Diapositiva 318
	Diapositiva 319
	Diapositiva 320
	Diapositiva 321
	Diapositiva 322
	Diapositiva 323
	Diapositiva 324
	Diapositiva 325
	Diapositiva 326
	Diapositiva 327
	Diapositiva 328
	Diapositiva 329


